
Ëåêöèÿ 6
ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ

1. Ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ íåïðåðûâíûõ�óíêöèéÂ òðåòüåé ëåêöèè äëÿ çàäà÷è (1.1), (2.21) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëÿ çà-äà÷è (3.12) áûë ïîñòðîåí òàêîé ÌÊÝ, êîòîðûé äàåò ïðèáëèæåííîå ðåøå-íèå â âèäå êóñî÷íî-ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè. Çäåñü ìû ïîñòðîèìäðóãîé ÌÊÝ, ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäåò êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ íåïðåðûâ-íàÿ �óíêöèÿ, êâàäðàòè÷íàÿ íà êàæäîì ýëåìåíòå.Ïóñòü, êàê è ðàíåå, îòðåçîê I ðàçáèò òî÷êàìè xi = ih = i/N íà Nðàâíûõ ÷àñòåé e(i) = [xi−1, xi]. Íà ýòîì ðàçáèåíèè çàäàäèì ïðîñòðàíñòâî
Sh

2 :=
{

vh(x) ∈ C(I) | vh|e(i) ∈ P2(e
(i)), i = 1, . . . , N

} (1)êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ, íåïðåðûâíûõ, êâàäðàòè÷íûõ íà êàæäîì ýëåìåí-òå �óíêöèé. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïî ñëîæíîñòè ïîñëåïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, çàäàâàåìîãî ñî-îòíîøåíèåì (3.8), êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèÿ (1.1). Ìû óæå çíàåì, ÷òî êîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåòñîäåðæàòü òîëüêî íåïðåðûâíûå �óíêöèè, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íåáóäåò ïîäïðîñòðàíñòâîì H1(I), à ìåòîä íå áóäåò ãàëåðêèíñêèì.Ïîäñ÷èòàåì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Sh
2 . Òàê êàê îòðåçîê [0, 1] ðàç-áèò íà N ýëåìåíòîâ, à íà êàæäîì ýëåìåíòå �óíêöèÿ èç Sh

2 ïðåäñòàâëÿåò75



76 Ëåêöèÿ 6ñîáîé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè, çàäàâàåìûé òðåìÿ ïàðàìåòðàìè, òî ðàç-ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûõ (íå íåïðåðûâíûõ!) �óíê-öèé íà äàííîì ðàçáèåíèè åñòü 3N . Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèéèç Sh
2 íàêëàäûâàåò (N − 1) ñâÿçåé (ïî ÷èñëó îáùèõ êîíöîâ ýëåìåíòîâ) è,ñëåäîâàòåëüíî, dimSh

2 = 3N − (N − 1) = 2N + 1.Ïðîñòðàíñòâî Sh
2 åùå íå ïðèãîäíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (2.21) � íåó÷òåíû ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è. Ïîñêîëüêó òàêîâûì ÿâëÿåòñÿòîëüêî ïåðâîå èç óñëîâèé (2.21), òî äàííîå òðåáîâàíèå áóäåò âûïîëíåíîäëÿ �óíêöèé èç ïîäïðîñòðàíñòâà

S̃h
2 :=

{
vh(x) ∈ Sh

2 | vh(0) = 0
} (2)ïðîñòðàíñòâà Sh

2 . Î÷åâèäíî, ÷òî S̃h
2 ∈ H̃1(I), dim S̃h

2 = 2N , à íîâîå êîíå÷-íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.12) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3.14) ñ
S̃h

2 èç (2) âìåñòî S̃h
1 :
uh(x) ∈ S̃h

2 : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ S̃h
2 . (3)Íàïîìíèì, ÷òî a(u, v) è l(v) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3.11).×òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (3), íóæíî ââåñòè áàçèñ â S̃h

2 , ðàçëîæèòüïî ýòîìó áàçèñó ðåøåíèå uh, íàïèñàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (ïîñòðîèòüÌÊÝ) è ðåøèòü ïîñòðîåííóþ ñèñòåìó. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèèÌÊÝ, ò.å. â ïîñòðîåíèè ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé è åå ïðàâîé ÷àñòè.Â ÷åòâåðòîé ëåêöèè íàì óäàëîñü ýòî ñäåëàòü (äëÿ ñëó÷àÿ S̃h
1 âìåñòî S̃h

2 )ïóòåì ïîýëåìåíòíûõ ïîñòðîåíèé è ïîñëåäóþùåé ñáîðêè. Â ïÿòîé ëåêöèèáûëà îïèñàíà îáùàÿ òåõíîëîãèÿ òàêèõ ïîñòðîåíèé. Åþ ìû çäåñü è âîñ-ïîëüçóåìñÿ.2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû. Âåêòîð íàãðóçêèÂ ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì îòðåçêà [0, 1] íà ýëåìåíòû e(i) ïðåäñòàâèìáèëèíåéíóþ è ëèíåéíóþ �îðìû (3.11) â âèäå
a(u, v) =

N∑

i=1

a(i)(u, v), l(v) =

N∑

i=1

l(i)(v),



2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû. Âåêòîð íàãðóçêè 77ãäå
a(i)(u, v) :=

∫

e(i)

(pu′v′ + quv)dx, i = 1, . . . , N − 1,

l(i)(v) :=

∫

e(i)

fvdx, i = 1, . . . , N − 1,

(4)
à ïîñêîëüêó òî÷êà x = 1 ïðèíàäëåæèò ëèøü ýëåìåíòó e(N) , òî âíåèí-òåãðàëüíûå ÷ëåíû â (3.11) äîëæíû áûòü îòíåñåíû ê a(N)(u, v) è l(N)(v)ò.å.

a(N)(u, v) :=

∫

e(N)

(pu′v′ + quv)dx + κu(1)v(1),

l(N)(v) :=

∫

e(N)

fvdx + gv(1).

(5)
Ïóñòü, êðîìå òîãî,

a(i)
p (u, v) :=

∫

e(i)

p(x)u′v′dx, a(i)
q (u, v) :=

∫

e(i)

q(x)uvdx, (6)
a(N)

κ (u, v) := κu(1)v(1), l(N)
g (v) := gv(1). (7)Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh(x) íà ýëåìåíòàõ e(i)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè, âèä êîòîðîãî ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì åãî çíà÷åíèé â òðåõ òî÷êàõ. ×òîáû íå âîéòè âïðîòèâîðå÷èå ñ âûøåñêàçàííûì, ýòè òðè òî÷êè íå ìîãóò áûòü âûáðàíûïðîèçâîëüíî: äâå èç íèõ îáÿçàíû ðàñïîëàãàòüñÿ â êîíöàõ ýëåìåíòà e(i),ò.å. èìåòü êîîðäèíàòû xi−1 è xi. Åñëè ìû ýòîãî íå ñäåëàåì, à ðàñïîëîæèìâñå òðè òî÷êè âíóòðè e(i), òî ïðè çàäàíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íàñîñåäíåì ýëåìåíòå, ñêàæåì, íà e(i+1), âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò íàðóøåíà åãîíåïðåðûâíîñòü â òî÷êå xi, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) íåäîïóñòèìî. Ýòîãîíå ïðîèçîéäåò, åñëè êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå uh(x) íà e(i) çàäàåòñÿçíà÷åíèÿìè â xi−1 è xi, èáî òîãäà íà ñîñåäíèõ ýëåìåíòàõ e(i−1) è e(i+1) äëÿçàäàíèÿ ðåøåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàíû óæå ââåäåííûå çíà÷åíèÿ uh(xi−1) è

uh(xi).



78 Ëåêöèÿ 6Èòàê, íàçîâåì òî÷êè xi−1 è xi óçëàìè ýëåìåíòà e(i) è áóäåì â íèõ çàäà-âàòü èñêîìîå ðåøåíèå. �àñïîëîæåíèå òðåòüåãî óçëà íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿíà ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè, òàê ÷òî, èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè,ïîìåñòèì åãî â ñåðåäèíó e(i). Ââåäåì íà e(i) ëîêàëüíóþ íóìåðàöèþ óçëîâ,ïðîíóìåðîâàâ èõ ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìè 1, 2 è 3. Ôóíêöèè �îðìû íà e(i)çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì îòðåçîê [0, 1] îñè t, ââåäåì íàíåì óçëû ñ êîîðäèíàòàìè 0, 1/2 è 1, ïðîíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè 1, 2 è 3,ñîîòâåòñòâåííî, è îïðåäåëèì �óíêöèè
ϕ1(t) = 2(t − 1)(t − 1/2), ϕ2(t) = 4t(1 − t), ϕ3(t) = 2t(t − 1/2). (8)Âèä ýòèõ �óíêöèé èçîáðàæåí íà ðèñ. 1. Òîãäà �óíêöèè

ϕ
(i)
k = ϕk

(
x − xi−1

h

)
, k = 1, 2, 3 (9)ñóòü �óíêöèè �îðìû êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà e(i) è

uh(x) =
3∑

k=1

ukϕ
(i)
k (x), x ∈ e(i), (10)ãäå uk � çíà÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â k-îì óçëå ýëåìåíòà e(i).

1

1

0

2 3

1

ϕ

t

ϕ1(t) ϕ2(t) ϕ3(t)

�èñ. 1Ïóñòü, êàê è ðàíüøå,
u(i) = [u1 u2 u3]

T (11)



2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû. Âåêòîð íàãðóçêè 79� âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà e(i), à
Φ(i) =

[
ϕ

(i)
1 (x) ϕ

(i)
2 (x) ϕ

(i)
3 (x)

] (12)� ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû. Èñïîëüçóÿ (11), (12), ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå(10) çàïèøåì â âèäå
uh(x) = Φ(i)(x)u(i), x ∈ e(i). (13)Òîãäà

duh(x)

dx
=

[
d

dx
Φ(i)(x)

]
u(i), x ∈ e(i). (14)Ïóñòü vh(x) = Φ(i)v(i) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè íà

e(i). Ïîäñòàâëÿÿ (14) è dvh/dx = [dΦ(i)/dx]v(i) â ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé(6), íàõîäèì, ÷òî
a(i)

p (uh, vh) =

∫

e(i)

p(x)

(
dΦ(i)

dx
u(i)

)(
dΦ(i)

dx
v(i)

)
dx.Íî

dΦ(i)

dx
v(i) =

(
dΦ(i)

dx
v(i)

)T

= v(i)T

[
dΦ(i)

dx

]Tè, ñëåäîâàòåëüíî,
a(i)

p (uh, vh) =

∫

e(i)

v(i)T

[
dΦ(i)

dx

]T

p(x)

[
dΦ(i)

dx

]
u(i)dx.Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå, ÷òî u(i) è v(i) � ÷èñëîâûå âåêòîðû è,ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòü âûíåñåíû èç ïîä çíàêà èíòåãðàëà, áóäåì èìåòü

a(i)
p (uh, vh) = v(i)T

∫

e(i)

[
dΦ(i)

dx

]T

p(x)

[
dΦ(i)

dx

]
dxu(i) = v(i)TK(i)

p u(i), (15)ãäå
K(i)

p =

∫

e(i)

[
dΦ(i)

dx

]T

p(x)

[
dΦ(i)

dx

]
dx (16)



80 Ëåêöèÿ 6� ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i), îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå a
(i)
p .Íàéäåì ÿâíûé âèä K

(i)
p äëÿ òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà p(x) = 
onst = p ïðè

x ∈ e(i). Ñäåëàåì â (16) çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëàãàÿ
x − xi−1

h
= t. (17)Ñ ó÷åòîì (12), (9), (8) ïîëó÷èì

K(i)
p =

∫ 1

0

1

h




dϕ1/dt

dϕ2/dt
dϕ3/dt


p

1

h

[
dϕ1

dt

dϕ2

dt

dϕ3

dt

]
hdt =

=
p

h

∫ 1

0




4t − 3
−8t + 4

4t − 1


 [(4t − 3) (−8t + 4) (4t− 1)] dt =

=
p

3h




7 −8 1
−8 16 −8
1 −8 7


 .

(18)
Ïîäñòàâëÿÿ (13) è vh(x) = Φ(i)v(i) âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (6), àíàëîãè÷íîèìååì

aq(u
h, vh) =

∫

e(i)

q(x)(Φ(i)u(i))(Φ(i)v(i))dx =

= v(i)T

∫

e(i)

Φ(i)Tq(x)Φ(i)dx u(i) = v(i)TK(i)
q u(i),

(19)ãäå
K(i)

q =: M (i) =

∫

e(i)

Φ(i)T q(x)Φ(i)dx (20)� ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i), îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå a
(i)
q� ìàòðèöà ìàññû ýëåìåíòà. Ïóñòü q(x) = 
onst = q ïðè xi ∈ e(i). Òîãäàñ ó÷åòîì (17), (12), (9), (8)

M (i) = h

∫ 1

0



ϕ1(t)
ϕ2(t)
ϕ3(t)


 q [ϕ1(t) ϕ2(t) ϕ3(t)] dt =

qh

30




4 2 −1
2 16 2
−1 2 4


 . (21)



2. Ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû. Âåêòîð íàãðóçêè 81Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìàòðèöû æåñòêîñòè èëè ìàòðèöû ìàññû ýëå-ìåíòà ïîëåçíû ñëåäóþùèå ïîñòðîåíèÿ, êîòîðûå ìû ïðîâåäåì íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿ ìàò-ðèöû ìàññû (21).Ñäåëàåì â (13) çàìåíó ïåðåìåííîé (17). Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì (8) áóäåì èìåòü
uh(x) = û(t) =

3∑

k=1

ukϕk(t) = u1 · 2(t − 1)(t − 1/2) + u2 · 4t(1 − t) + u3 · 2t(t − 1/2) =

= u1 + (−3u1 + 4u2 − u3)t + (2u1 − 4u2 + 2u3)t
2 =

3∑

l=1

clt
l−1 = Tc,

(22)ãäå ìàòðèöà T =
[
1 t t2

], à cT = [c1 c2 c3]. Ïðè ýòîì
c = Au(i), (23)ãäå

A =




1 0 0
−3 4 −1
2 −4 2


 .Ïîñêîëüêó â ñèëó (22)

∫

e(i)

[
uh(x)

]2
dx = h

∫ 1

0
(Tc)2 dt = hcT

∫ 1

0
T T Tdt c =

= hcT

∫ 1

0




1 t t2

t t2 t3

t2 t3 t4


 dt c = hcT




1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5


 c = hcT Bc,òî ñ ó÷åòîì (23)

∫

e(i)

[
uh(x)

]2
dx = h

[
Au(i)

]T
B
[
Au(i)

]
= u(i)T hAT BAu(i) = u(i)T M (i)u(i)è, ñëåäîâàòåëüíî,

M (i) = hAT BA =

= h




1 −3 2
0 4 −4
0 −1 2


 1

60




60 30 20
30 20 15
20 15 12






1 0 0
−3 4 −1
2 −4 2


 =

=
h

60



10 0 −1
40 20 12
10 10 9






1 0 0
−3 4 −1
2 −4 2


 =

h

60




8 4 −2
4 32 4
−2 4 8


 ,÷òî ñîâïàäàåò ñ (21) ïðè q = 1.



82 Ëåêöèÿ 6Èç (18) ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû K
(i)
p ñóììà ýëåìåíòîâðàâíà íóëþ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îáùåå ñâîéñòâî ìàòðèöû K

(i)
p , íå çàâèñÿùååîò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè êîý��èöèåíò p ïîñòîÿííûì èëè íåò.Óòâåðæäåíèå 1. Â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû K

(i)
p èç (16) ñóììà ýëå-ìåíòîâ ðàâíà íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â a

(i)
p (uh, vh) èç (6) uh ≡ 
onst = u 6= 0.Òîãäà a

(i)
p (uh, vh) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (15)

0 = a(i)
p (uh, vh) = v(i)TK(i)

p u(i)Íî u(i) = [u u u]T è, ñëåäîâàòåëüíî,
0 = v(i)TK(i)

p u(i) = [v1 v2 v3]



K

(i)
p (1, 1) K

(i)
p (1, 2) K

(i)
p (1, 3)

K
(i)
p (2, 1) K

(i)
p (2, 2) K

(i)
p (2, 3)

K
(i)
p (3, 1) K

(i)
p (3, 2) K

(i)
p (3, 3)






u
u

u


 =

= [v1 v2 v3]

[(
u

3∑

n=1

K(i)
p (1, n)

)(
u

3∑

n=1

K(i)
p (2, n)

)(
u

3∑

n=1

K(i)
p (3, n)

)]T

.Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè, åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñêàëÿðíîå ïðî-èçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ. Ïîñêîëüêó îíî ðàâíî íóëþ, òî óêàçàííûå âåê-òîðû îðòîãîíàëüíû. Íî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð [v1 v2 v3]
T ìîæåò áûòüîðòîãîíàëåí ëèøü íóëåâîìó âåêòîðó, à òàê êàê u 6= 0, òî

3∑

n=1

K(i)
p (m, n) = 0, m = 1, 2, 3.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìàññû M (i) ðàâíà∫
e(i)

q(x)dx.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òåïåðü uh(x) = vh(x) = 1 íà e(i). Òîãäà âñèëó (6) a
(i)
q (uh, vh) =

∫
e(i)

qdx. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (19) a
(i)
q (uh, vh) =

v(i)TM (i)u(i). Íî u(i) = v(i) = [1 1 1]T è, ñëåäîâàòåëüíî, v(i)TM (i)u(i) =∑3
m,n=1 M (i)(m, n).



3. Ñáîðêà 83Ñëîæèì ìàòðèöû K
(i)
p è M (i). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4) è (6), çàêëþ-÷àåì, ÷òî

K(i) = K(i)
p + M (i) (24)åñòü (ïîëíàÿ) ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i).Âû÷èñëèì âåêòîð íàãðóçêè ýëåìåíòà. Ïîëàãàÿ â (4) v = vh = Φ(i)v(i),áóäåì èìåòü

l(i)(vh) =

∫

e(i)

f(Φ(i)v(i))dx = v(i)T

∫

e(i)

fΦ(i)Tdx = v(i)TF (i),ãäå
F (i) =

∫

e(i)

f(x)Φ(i)Tdx (25)� èñêîìûé âåêòîð. Åñëè f(x) = 
onst = f ïðè x ∈ e(i), òî ñ ó÷åòîì (12),(9), (8) íàõîäèì, ÷òî
F (i) = h

∫ 1

0

f [ϕ1(t) ϕ2(t) ϕ3(t)]
Tdt =

hf

6
[1 4 1]T . (26)

3. ÑáîðêàÍàéäåì òåïåðü ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè è ãëîáàëüíûé âåêòîðíàãðóçêè. Ñäåëàåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îòðåçîê [0, 1] ðàçáèò íà òðè ýëå-ìåíòà. �ëîáàëüíàÿ íóìåðàöèÿ óçëîâ íà [0, 1] è ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿ íà
e(i) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3

• • • • • •× × × ×�èñ. 2
e(1) e(2) e(3) e(i)



84 Ëåêöèÿ 6Èç ñîîòâåòñòâèÿ ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé íóìåðàöèé óçëîâ ñòðîèì îïðå-äåëÿåìóþ (5.13) ìàòðèöó èíäåêñîâ L, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âèä
L =




1 3 5
2 4 6
3 5 7


 .Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìàòðèöó èíäåêñîâ, íàõîäèì, ÷òî ãëîáàëüíàÿ ìàò-ðèöà æåñòêîñòè K(f) è ãëîáàëüíûé âåêòîð íàãðóçêè F (f) èìåþò âèä




k
(1)
11 k

(1)
12 k

(1)
13

k
(1)
21 k

(1)
22 k

(1)
23

k
(1)
31 k

(1)
32 k

(1)
33 + k

(2)
11 k

(2)
12 k

(2)
13

k
(2)
21 k

(2)
22 k

(2)
23

k
(2)
31 k

(2)
32 k

(2)
33 + k

(3)
11 k

(3)
12 k

(3)
13

k
(3)
21 k

(3)
22 k

(3)
23

k
(3)
31 k

(3)
32 k

(3)
33




,




f
(1)
1

f
(1)
2

f
(1)
3 + f

(2)
1

f
(2)
2

f
(2)
3 + f

(3)
1

f
(3)
2

f
(3)
3




.

×òîáû "ñíÿòü �ëàæêè"ó K(f) è F (f), íóæíî ó÷åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ(2.21). Ïåðâîå èç íèõ � ãëàâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Îíî òðåáóåò âû÷åð-êèâàíèÿ ïåðâîé ñòðîêè K(f) è ïåðâîãî ýëåìåíòà F (f), à òàêæå âû÷èòàíèÿèç îñòàâøåéñÿ ÷àñòè F (f) îñòàâøåãîñÿ ïåðâîãî ñòîëáöà K(f), óìíîæåííîãîíà u0. Íî u0 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðîñòî âû÷åðêíóòü ïåðâûéñòîëáåö ìàòðèöû K(f).Îáðàòèìñÿ êî âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2.21). Ýòî óñëîâèå åñòå-ñòâåííîå, íî îíî âíîñèò ñâîé âêëàä è â áèëèíåéíóþ �îðìó (3.11) â âèäåâíåèíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà κu(1)v(1) (ñì.(7)) è â ëèíåéíóþ �îðìó(3.11) ââèäå âíåèíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà gv(1) (ñì.(7)). Ýòî íàøëî îòðàæåíèå â (5).Èç (5) è (4) ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûå íàìè íà îáùèõ îñíîâàíèÿõ ìàò-ðèöà æåñòêîñòè K(N) è âåêòîð íàãðóçêè F (N) ýëåìåíòà e(N) íå îòâå÷àþòäåéñòâèòåëüíîñòè, òàê êàê íå ó÷èòûâàþò óêàçàííûå âûøå âíåèíòåãðàëü-íûå ÷ëåíû. ×òîáû èñïðàâèòü ïîëîæåíèå íóæíî åùå ïîñòðîèòü ìàòðèöóæåñòêîñòè K
(N)
κ è âåêòîð íàãðóçêè F (N)

g , îòâå÷àþùèå �îðìàì (7), è äî-áàâèòüèõ ê ìîäè�èöèðîâàííûì K(f) è F (f). Î÷åâèäíî, ÷òî
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a(N)

κ (uh, vh) = κ
(
Φ(N)(1)u(N)

)(
Φ(N)(1)v(N)

)
=

=
[
v(N)

]T [
Φ(N)T (1)κΦ(N)(1)

]
u(N),òî-åñòü

K(N)
κ =

[
Φ(N)(1)

]T
κ
[
Φ(N)(1)

]
=

=




ϕ1(1)
ϕ2(1)

ϕ3(1)


κ [ϕ1(1) ϕ2(1) ϕ3(1)] =




0 0 0
0 0 0

0 0 κ


 .

(27)
Àíàëîãè÷íî

l(N)
g (vh) = g

(
Φ(N)(1)v(N)

)
= v(N)TF (N)

g ,ãäå
F (N)

g = g [ϕ1(1) ϕ2(1) ϕ3(1)]T = [0 0 g]T . (28)Âûïîëíÿÿ òåïåðü òðåáóåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäè�èöèðîâàííûõ K(f) è
F (f), ïîëó÷èì èñêîìûå ìàòðèöó æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè F , òàê ÷òîñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:




k
(1)
22 k

(1)
23

k
(1)
32 k

(1)
33 + k

(2)
11 k

(2)
12 k

(2)
13

k
(2)
21 k

(2)
22 k

(2)
23

k
(2)
31 k

(2)
32 k

(2)
33 + k

(3)
11 k

(3)
12 k

(3)
13

k
(3)
21 k

(3)
22 k

(3)
23

k
(3)
31 k

(3)
32 k

(3)
33 + κ







u2

u3

u4

u5

u6

u7




=




f
(1)
2

f
(1)
3 + f

(2)
1

f
(2)
2

f
(2)
3 + f

(3)
1

f
(3)
2

f
(3)
3 + g




, (29)
ãäå uk = U (f)(k). Ïðè p(x) = 
onst = p, q = 0 è f(x) = 
onst = f ñèñòåìà(29) ïðèíèìàåò âèä

p

3h




16 −8

−8 14 −8 1
−8 16 −8
1 −8 14 −8 1

−8 16 −8
1 −8 7 + 3hκ

p







u2

u3

u4

u5

u6

u7




=
hf

6




4

2
4

2
4

1 + 6
hf

g




. (30)



86 Ëåêöèÿ 6Çàìå÷àíèå 2. Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 2, íåèçâåñòíûå ñ ÷åòíûìè íîìåðà-ìè â ñèñòåìå (29) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿâ ñåðåäèííûõ óçëàõ ýëåìåíòîâ. Ýòè íåèçâåñòíûå ìîãóò áûòü ëåãêî èñ-êëþ÷åíû èç ñèñòåìû (29) ïóòåì ðàçðåøåíèÿ ïåðâîãî, òðåòüåãî è ïÿòîãîóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî u2, u4, u6 è ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ âûðàæåíèéâî âòîðîå, ÷åòâåðòîå è øåñòîå óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïåðâîå, òðåòüå è ïÿ-òîå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (29) íà ñàìîì äåëå áûëè ñ�îðìèðîâàíû óæå ïðèïîñòðîåíèè ëîêàëüíûõ ìàòðèö æåñòêîñòè è âåêòîðîâ íàãðóçêè, òî èñêëþ-÷åíèå óêàçàííûõ íåèçâåñòíûõ ìîæíî áûëî áû îñóùåñòâèòü íà ýòîì óðîâíåäî �îðìèðîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ ìàòðèöû è âåêòîðà.4. Óïðàæíåíèÿ1. Íàéòè ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà
Sh

k =
{

vh(x) ∈ C(Ī)| vh(x)|e(i) ∈ Pk(e
(i)), i = 1, ..., N

}
.2. Àíàëîãè÷íî (9), (8) ïîñòðîèòü �óíêöèè �îðìû ýëåìåíòà e(i), îòâå-÷àþùèå Sh

3 èç óïðàæíåíèÿ 1.3. Èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííûå â óïðàæíåíèè 2 �óíêöèè �îðìû, íàéòè ìàò-ðèöû æåñòêîñòè K
(i)
p , K

(i)
q , îòâå÷àþùèå áèëèíåéíûì �îðìàì (6), è âåêòîðíàãðóçêè F (i), îòâå÷àþùèé ëèíåéíîé �îðìå (4). Óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëè-âîñòè óòâåðæäåíèé 1 è 2 äëÿ ïîñòðîåííûõ ìàòðèö.4. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà êîìïîíåíò âåêòîðà íàãðóçêè F (i) ýëåìåíòà e(i)ðàâíà ∫

e(i)

f(x)dx.5. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ èç ñèñòåìû (29) íåèçâåñòíûõ ñ ÷åò-íûìè íîìåðàìè (çíà÷åíèé â ñðåäíèõ òî÷êàõ), ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ñîâïà-äàåò ñ ñèñòåìîé (4.24) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ p, f è κ.6. Ïðè ïîìîùè ÌÊÝ íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:
−u′′ = 32, 0 < x < 1, −u′(0) = 32, u(1) = 32.Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçáèåíèåì îòðåçêà [0, 1] íà äâà ýëåìåíòà îäèíàêîâîéäëèíû è ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèÿ â âèäå ëèíåéíîé �óíêöèè íà ëåâîì èçíèõ è êâàäðàòè÷íîé � íà ïðàâîì.
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